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摘要　经典的微分等效介质（ＤＥＭ）理论可用于确定多孔介质的弹性性质，但由于缺乏多重孔ＤＥＭ 方程，其估计

的多重孔岩石的等效弹性模量依赖于包裹体（即不同孔隙纵横比的孔或缝）的添加顺序．本文首先从 Ｋｕｓｔｅｒ－

Ｔｏｋｓｚ理论出发建立了Ｚｉｍｍｅｒｍａｎｎ和Ｎｏｒｒｉｓ两种形式的多重孔ＤＥＭ 方程．Ｎｏｒｒｉｓ形式的多重孔ＤＥＭ 方程预

测的等效弹性模量总是位于 Ｈａｓｈｉｎ－Ｓｈｔｒｉｋｍａｎ上下限内，而Ｚｉｍｍｅｒｍａｎｎ形式的多重孔ＤＥＭ方程有时会越界．然

后，通过使用干燥岩石模量比的解析近似式，对两个相互耦合的 Ｎｏｒｒｉｓ形式ＤＥＭ 方程进行解耦得到干燥多重孔

岩石的体积和剪切模量解析式．用全ＤＥＭ方程的数值解对解析近似式的有效性进行了测试，解析公式的计算结果

在整个孔隙度分布区间与数值解吻合良好．对实验室测量数据在假设岩石含有双重孔隙的情形下用双重孔ＤＥＭ
解析公式对岩石的弹性模量进行了预测，结果表明，解析式准确地预测了弹性模量随孔隙度的变化．双重孔（即软、

硬孔）ＤＥＭ解析模型可用来反演各孔隙类型的孔隙体积比，它可以通过实验室测量与理论预测之间的平方误差最

小反演得到．砂岩样品的反演结果揭示，软孔的孔隙体积百分比与粘土含量没有明显的相关性．
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１　引言

岩石的弹性性质显著依赖于孔隙系统的微观结

构．绝大部分岩石通常发育两种乃至两种以上不同
孔隙类型（孔隙、裂缝、洞等）的孔隙结构，复杂的孔
隙系统使得岩石的速度与孔隙度之间的关系高度分

散（Ｓａｙｅｒｓ，２００８；Ｂａｅｃｈｌｅ　ｅｔ　ａｌ．，２００８），因此，需要
发展多重孔岩石物理模型来准确表征多孔岩石的弹

性模量随孔隙度变化规律．
等效介质理论可用来研究多重孔岩石的弹性性

质．常见的等效介质理论有 Ｋｕｓｔｅｒ－Ｔｏｋｓｚ理论和
微分等效介质理论．Ｋｕｓｔｅｒ和Ｔｏｋｓｚ（１９７４）基于波
散射理论，考虑包裹体弹性性质、体积百分比和形状
的影响，推导出多重孔岩石等效体积和剪切模量的
显式表达式．但 Ｋｕｓｔｅｒ－Ｔｏｋｓｚ理论没有考虑孔隙
间的相互作用，而且要求孔隙度与孔隙纵横比之比
要远小于１．Ｋｕｓｔｅｒ－Ｔｏｋｓｚ理论已被证明在某些情
况下其估计的等效弹性模量与 Ｈａｓｈｉｎ－Ｓｈｔｒｉｋｍａｎ
上下限相冲突（Ｂｅｒｒｙｍａｎ，１９８０）．微分等效介质
（ＤＥＭ）理论通过往固体矿物相中逐渐加入包裹体
来模拟双相混合物，利用微分方程数值解研究干燥
和饱和流体的多重孔岩石的等效弹性性质（Ｂｅｒｒｙｍａｎ，

１９８０；Ｎｏｒｒｉｓ，１９８５；Ｚｉｍｍｅｒｍａｎ，１９８５；Ｂｅｒｒｙｍａｎ　ｅｔ
ａｌ．，２００２）．与Ｋｕｓｔｅｒ－Ｔｏｋｓｚ理论相比，ＤＥＭ 理论
从不越过 Ｈａｓｈｉｎ－Ｓｈｔｒｉｋｍａｎ上下限（Ｂｅｒｒｙｍａｎ，１９８０；

Ｂｅｒｒｙｍａｎ　ａｎｄ　Ｂｅｒｇｅ，１９９６；Ｂｅｒｒｙｍａｎ　ｅｔ　ａｌ．，２００２）．
但是，由于关于体积和剪切模量的两个常微分方程

是隐式的并且相互耦合，很难得到准确的便于分析
的弹性模量解析公式．因此，体积和剪切模量的性质
只能通过微分方程的数值解来模拟，而且，对于多孔
介质来说，利用ＤＥＭ 所模拟的岩石等效弹性性质
依赖于包裹体（即不同孔隙纵横比的孔或缝）的添加
顺序（Ｎｏｒｒｉｓ，１９８５）．

Ｘｕ和 Ｗｈｉｔｅ（１９９５）在 Ｋｕｓｔｅｒ－Ｔｏｋｓｚ理论的
基础上发展了一种针对泥质砂岩的双孔（软、硬孔）
模型———Ｘｕ－Ｗｈｉｔｅ模型，两类孔隙的体积百分比分
别由砂岩和粘土矿物的含量确定．但是该模型继承
了Ｋｕｓｔｅｒ－Ｔｏｋｓｚ存在问题，而且由于该模型采用
了迭代算法，还存在计算效率的问题．Ｋｅｙｓ和 Ｘｕ
（２００２）对Ｘｕ－Ｗｈｉｔｅ模型进行了改进，通过假设耦
合方程中的干燥岩石的泊松比为常数的情形下得到

干岩石骨架弹性模量，提高了运算效率．但是由他们
给出的关系式推得的泊松比或模量比并不为常数．
Ｘｕ和Ｐａｙｎｅ（２００９）把泥质砂岩的Ｘｕ－Ｗｈｉｔｅ模型推
广到碳酸盐岩，得到Ｘｕ－Ｐａｙｎｅ模型，但模型同样有

Ｘｕ－Ｗｈｉｔｅ模型中存在的问题．
针对ＤＥＭ理论缺乏解析式的问题，不少学者

在这一方面做出了一些努力，取得一系列成果．
Ｚｉｍｍｅｒｍａｎ（１９９１）从球孔的ＤＥＭ 方程得到干岩石
骨架弹性模量的隐式解析式．Ｂｅｒｒｙｍａｎ等（２００２）基
于ＤＥＭ理论得到干燥和完全饱和裂隙型岩石弹性
模量的近似解析式．Ｌｉ和Ｚｈａｎｇ（２０１０，２０１２）为了解决
体积和剪切模量方程组的耦合问题，借助于干燥岩石
模量比的近似解析式，考虑三个特定孔隙形状：球孔、
针形孔和币形缝，由微分方程推导出干燥岩石体积和
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剪切模量及弹性模量比的显式解析式．同样，Ｌｉ和

Ｚｈａｎｇ（２０１１）基于ＤＥＭ理论还给出了椭球孔的干岩石
骨架模量的显式解析式．这些ＤＥＭ 解析模型目前
是基于单重孔隙系统提出的，并已用于岩石的等效
孔隙纵横比反演及横波速度预测中（Ｌｉ　ｅｔ　ａｌ．，２０１３）．
本文基于等效介质理论得到夹杂多重椭球孔的

干燥岩石的体积和剪切模量的解析公式，利用它们
来表征干燥多重孔岩石弹性模量随孔隙度的变化．
首先，从Ｋｕｓｔｅｒ－Ｔｏｋｓｚ理论的等效体积和剪切模
量表达式出发，推导出 Ｋｕｓｔｅｒ－Ｔｏｋｓｚ理论的微分
形式；然后，基于微分等效理论得到夹杂椭球形孔的
干燥多重孔岩石的模量比公式，同时为了解决体积
和剪切模量的两个常微分方程间的耦合问题，利用
干燥多重孔岩石的模量比近似公式推导干燥多重孔

岩石体积和剪切模量的解析式；接着，我们使用理论
模型检查解析近似式的计算结果并与ＤＥＭ 微分方
程的数值计算相比较，在所计算孔隙度的整个区间
内讨论它们之间的一致性．最后，对实验室测量的干
燥砂岩数据（Ｈａｎ　ｅｔ　ａｌ．，１９８６），利用解析近似式来
预测多重孔岩石的弹性性质．

２　Ｋｕｓｔｅｒ－Ｔｏｋｓｚ理论的微分形式及
其数值解

Ｋｕｓｔｅｒ和Ｔｏｋｓｚ（１９７４）用长波长一阶散射理
论推导了含 Ｎ 种包裹体的岩石等效弹性模量的

Ｋｕｓｔｅｒ－Ｔｏｋｓｚ理论表达式Ｋ＊
ＫＴ 和Ｇ＊

ＫＴ：

（Ｋ＊
ＫＴ－Ｋｍ）３　Ｋｍ＋４Ｇｍ

３　Ｋ＊
ＫＴ＋４Ｇｍ

＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｖｉ（Ｋｉ－Ｋｍ）Ｐｍｉ，

（１ａ）

（Ｇ＊
ＫＴ－Ｇｍ）

３Ｇｍ＋４ξｍ
３Ｇ＊

ＫＴ＋４ξｍ
＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｖｉ（Ｇｉ－Ｇｍ）Ｑｍｉ．

（１ｂ）
式中，Ｋｍ 和Ｇｍ 分别是背景基质的体积和剪切模
量，ｖｉ是第ｉ种包裹体在孔隙度中所占的体积百
分比 （１≤ｉ≤Ｎ），Ｋｉ和Ｇｉ分别是第ｉ种包裹体的
体积和剪切模量，Ｐｍｉ和Ｑｍｉ是极化因子，描述了在
背景介质 ｍ 中加入包裹体ｉ之后的效果，ξｍ ＝
Ｇｍ（９　Ｋｍ＋８Ｇｍ）
８（Ｋｍ＋２Ｇｍ）

，上标＊表示等效介质．

Ｋｕｓｔｅｒ－Ｔｏｋｓｚ理论可以与微分等效介质理论
结合在一起来估计多重孔岩石的弹性性质（Ｘｕ　ａｎｄ
Ｗｈｉｔｅ，１９９５；Ｋｅｙｓ　ａｎｄ　Ｘｕ，２００２），微分等效介质理
论认为复合材料可通过在作为背景基质的复合材料

中逐步加微小变化的包裹体来构造（Ｎｏｒｒｉｓ，１９８５；

Ｍａｖｋｏ　ｅｔ　ａｌ．，１９９８；Ｂｅｒｒｙｍａｎ　ｅｔ　ａｌ．，２００２）．因此，
当在孔隙度为ｙ的复合材料中添加微量孔隙度ｄｙ
时，此时式（１）中的Ｋｍ 和Ｇｍ 分别相当于添加前的

Ｋ＊（ｙ）和Ｇ＊（ｙ），Ｋ＊
ＫＴ 和Ｇ＊

ＫＴ 分别相当于添加后的

Ｋ＊（ｙ＋ｄｙ）和Ｇ＊（ｙ＋ｄｙ），Ｐｍｉ和Ｑｍｉ变为Ｐ＊ｉ和

Ｑ＊ｉ，相当于添加前的等效介质中加入包裹体ｉ之后
的效果，因此式（１）重新写成

Ｋ＊（ｙ＋ｄｙ）－Ｋ＊（ｙ［ ］）
３　Ｋ＊（ｙ）＋４Ｇ＊（ｙ）

３　Ｋ＊（ｙ＋ｄｙ）＋４Ｇ＊（ｙ）
＝ｄｙ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｖｉ Ｋｉ－Ｋ＊（ｙ［ ］）Ｐ＊ｉ， （２ａ）

Ｇ＊（ｙ＋ｄｙ）－Ｇ＊（ｙ［ ］）
３Ｇ＊（ｙ）＋４ξ＊（ｙ）

３Ｇ＊（ｙ＋ｄｙ）＋４ξ＊（ｙ）
＝ｄｙ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｖｉ Ｇｉ－Ｇ＊（ｙ［ ］）Ｑ＊ｉ． （２ｂ）

由于ｄｙ１，因此式（２）中的 ３Ｋ＊（ｙ）＋４Ｇ＊（ｙ）
３Ｋ＊（ｙ＋ｄｙ）＋４Ｇ＊（ｙ）≈

１， ３Ｇ＊（ｙ）＋４ξ＊（ｙ）
３Ｇ＊（ｙ＋ｄｙ）＋４ξ＊（ｙ）

≈１．令ｄＫ＊（ｙ）＝Ｋ＊（ｙ＋

ｄｙ）－Ｋ＊（ｙ），ｄＧ＊（ｙ）＝Ｇ＊（ｙ＋ｄｙ）－Ｇ＊（ｙ），式
（２）两边同时除以ｄｙ，则有

ｄＫ＊（ｙ）
ｄｙ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｖｉ Ｋｉ－Ｋ＊（ｙ［ ］）Ｐ＊ｉ， （３ａ）

ｄＧ＊（ｙ）
ｄｙ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｖｉ Ｇｉ－Ｇ＊（ｙ［ ］）Ｑ＊ｉ． （３ｂ）

式 （３）即 为 Ｋｕｓｔｅｒ－Ｔｏｋｓｚ 理 论 的 微 分 形 式．
Ｚｉｍｍｅｒｍａｎ（１９８４）给出了包裹体为单一球孔的类
似微分方程，该方程所蕴含的假设是当把新的孔隙
加入到复合材料中时，它总是替代先前复合材料中

的固体部分（Ｍａｖｋｏ　ｅｔ　ａｌ．，１９９８），式（３）目前常称
之为 Ｚｉｍｍｅｒｍａｎｎ形式的 ＤＥＭ 方程．而 Ｎｏｒｒｉｓ
（１９８５）则认为新加入的孔隙既可能取代先前复合材
料中的固体部分，也可能取代已存在于复合材料中
的孔隙，它们的概率分别为１－ｙ 和ｙ （Ｎｏｒｒｉｓ，

１９８５；Ｍａｖｋｏ　ｅｔ　ａｌ．，１９９８），这样式（３）中的ｄｙ应为

ｄｙ／（１－ｙ）（Ｍａｖｋｏ　ｅｔ　ａｌ．，１９９８），因此式（３）变为

（１－ｙ）ｄＫ
＊（ｙ）
ｄｙ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｖｉ Ｋｉ－Ｋ＊（ｙ［ ］）Ｐ＊ｉ，（４ａ）

（１－ｙ）ｄＧ
＊（ｙ）
ｄｙ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｖｉ Ｇｉ－Ｇ＊（ｙ［ ］）Ｑ＊ｉ．（４ｂ）

该式即为多重孔情形下 Ｎｏｒｒｉｓ形式的微分等效介
质模型，当Ｎ ＝１时，与经典的ＤＥＭ 表达式相同

４２４３
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（Ｎｏｒｒｉｓ，１９８５；Ｍａｖｋｏ　ｅｔ　ａｌ．，１９９８；Ｌｉ　ａｎｄ　Ｚｈａｎｇ，

２０１０）．这些方程通常从孔隙度ｙ＝０开始积分，并
满足初始条件Ｋ＊（０）＝Ｋｍ 和Ｇ＊（０）＝Ｇｍ，然后
继续从ｙ＝０至所需的最高值ｙ＝积分．
等效微分介质方程（４ａ）和（４ｂ）一般是相互耦合

的，因为这两个方程都取决于复合材料的体积和剪
切模量．因此，很难通过对ＤＥＭ 方程积分得出复合
材料体积和剪切模量的解析公式．
我们对微分方程（３）和（４）进行数值求解并对其

结果进行比较．以石英作为主介质，其体积和剪切模
量分别取为Ｋｍ＝４４ＧＰａ和Ｇｍ＝３７ＧＰａ．岩石中含
有三种不同形状的孔隙，其孔隙纵横比α分别为

１．０，０．５和０．０１，它们的孔隙体积百分比分别取为

９８．９９％，１％和０．０１％，以满足Ｋｕｓｔｅｒ－Ｔｏｋｓｚ理论
中假设的每种包裹体的孔隙度与孔隙纵横比要远小

于１的要求（Ｋｕｓｔｅｒ　ａｎｄ　Ｔｏｋｓｚ，１９７４）．使用四阶
龙格－库塔法来计算微分方程的数值解，数值积分中
应用的步长取为Δｙ＝０．０１．考虑孔隙中充填了两种
不同类型的材料，一种是固体，一种是干燥空腔，固

体包裹体的弹性模量分别取为Ｋｉ＝１４ＧＰａ和Ｇｉ＝
１０ＧＰａ，而干燥空腔的弹性模量则简单置为零．图１
是两种形式的ＤＥＭ方程数值解结果对比，式（３）的
数值解用粉红点显示，式（４）的数值解用蓝点显示，
我们还给出了 Ｋｕｓｔｅｒ－Ｔｏｋｓｚ理论的估计结果，图
中用黑点显示，同时还计算了 Ｈａｓｈｉｎ－Ｓｈｔｒｉｋｍａｎ边
界（Ｍａｖｋｏ　ｅｔ　ａｌ．，１９９８），图中用红线显示．图１ａ，１ｂ
分别是含固体包裹体的岩石等效体积和剪切模量数

值比较结果．图１ｃ，１ｄ分别是含干燥空腔的岩石等
效体积和剪切模量数值比较结果．可以看到，两种包
裹体的 Ｋｕｓｔｅｒ－Ｔｏｋｓｚ理论计算结果与 Ｈａｓｈｉｎ－
Ｓｈｔｒｉｋｍａｎ上边界完全相同，式（３）的数值解在孔隙
度较低时与 Ｋｕｓｔｅｒ－Ｔｏｋｓｚ理论相接近，而随着孔
隙度的增大，式（３）的数值解则与Ｋｕｓｔｅｒ－Ｔｏｋｓｚ理
论相差越来越大，远超 Ｈａｓｈｉｎ－Ｓｈｔｒｉｋｍａｎ上边界，
而不具有物理意义．可见式（３）只适合于孔隙度很低
时的多孔岩石弹性模量模拟．而式（４）的数值解始终
位于 Ｈａｓｈｉｎ－Ｓｈｔｒｉｋｍａｎ边界之间．由于式（３）在孔
隙度较大时其估计的等效弹性模量与Ｈａｓｈｉｎ－

图１　多重孔岩石ＤＥＭ方程数值解与Ｋｕｓｔｅｒ－Ｔｏｋｓｚ理论结果对比
（ａ）含固体包裹体的岩石体积模量；（ｂ）含固体包裹体的岩石剪切模量；（ｃ）含干燥空腔的岩石体积模量；（ｄ）含干燥空腔的岩石剪切模量．

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ＤＥＭ　ｅｑｕａｔｉｏｎｓ　ａｎｄ　Ｋｕｓｔｅｒ－Ｔｏｋｓｚ　ｅｓｔｉｍａｔｅｓ　ｆｏｒ　ｐｏｒｏｕｓ　ｒｏｃｋ

Ｔｈｅ　ｂｕｌｋ（ａ）ａｎｄ　ｓｈｅａｒ（ｂ）ｍｏｄｕｌｉ　ｆｏｒ　ｓｏｌｉｄ　ｉｎｃｌｕｓｉｏｎｓ．Ｔｈｅ　ｂｕｌｋ（ｃ）ａｎｄ　ｓｈｅａｒ（ｄ）ｍｏｄｕｌｉ　ｆｏｒ　ｄｒｙ－ｉｎｃｌｕｓｉｏｎｓ．
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Ｓｈｔｒｉｋｍａｎ上下限相冲突，在下面的数值试验中，我
们只使用式（４）来估计多重孔岩石的等效弹性模量．

３　干燥多重孔岩石弹性模量ＤＥＭ解
析近似式

对于干燥岩石，每种包裹体的弹性模量Ｋｉ ＝０
和Ｇｉ＝０（１≤ｉ≤Ｎ），式（４）变成

（１－ｙ）ｄＫ
＊（ｙ）

Ｋ＊（ｙ）ｄｙ
＝－∑

Ｎ

ｉ＝１
ｖｉＰ＊ｉ （５ａ）

和

（１－ｙ）ｄＧ
＊（ｙ）

Ｇ＊（ｙ）ｄｙ
＝－∑

Ｎ

ｉ＝１
ｖｉＱ＊ｉ． （５ｂ）

同样，式（５ａ）和（５ｂ）也是相互耦合的，因为这两个方
程也依赖于复合材料的体积和剪切模量（Ｂｅｒｒｙｍａｎ，

１９８０；Ｌｉ　ａｎｄ　Ｚｈａｎｇ，２０１１）．因此，同样很难对ＤＥＭ
方程积分得到干燥多重孔岩石体积和剪切模量的解

析公式．采用Ｌｉ和Ｚｈａｎｇ（２０１０，２０１１）类似的假设，

即等效极化因子之差 Ｐ＊
ｅｆｆ－Ｑ＊

ｅｆｆ 和等效模量比

Ｋ＊（ｙ）／Ｇ＊（ｙ）之间存在一个几乎线性的关系，我
们可以得到干燥多重孔岩石的模量比解析公式（公
式推导见附录Ａ）

Ｋｄｒｙ
Ｇｄｒｙ

＝Ｋｍ

Ｇｍ
（１－）ａ

１＋ｂＫｍ

ａＧｍ
－ｂＫｍ

ａＧｍ
（１－）ａ

， （６）

式中，Ｋｄｒｙ和Ｇｄｒｙ分别为干燥多重孔岩石的体积模

量和剪切模量，常数ａ和ｂ分别为满足Ｐ＊
ｅｆｆ－Ｑ＊

ｅｆｆ＝
ａ＋ｂＫ＊（ｙ）／Ｇ＊（ｙ）的截距和梯度（Ｌｉ　ａｎｄ　Ｚｈａｎｇ，

２０１０），ａ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｖｉａｉ，ｂ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｖｉｂｉ，常数ａｉ和ｂｉ分别

为第ｉ种孔隙（由于包裹体中没有流体，此时包裹体
实为孔隙）的Ｐ＊ｉ－Ｑ＊ｉ的截距和梯度，常数ｂｉ可以

简单设置为极化因子之差Ｐ＊ｉ－Ｑ＊ｉ的一阶导数在

Ｋ＊／Ｇ＊ ＝Ｋｍ／Ｇｍ 时所取的值，ｂｉ已知后常数ａｉ就

能够由公式Ｐ＊ｉ－Ｑ＊ｉ ＝ａ＋ｂＫ＊（ｙ）／Ｇ＊（ｙ）来计
算得到（Ｌｉ　ａｎｄ　Ｚｈａｎｇ，２０１１，２０１２），椭球包裹体的
极化因子之差Ｐ＊ｉ －Ｑ＊ｉ 及其一阶导数见 Ｌｉ和

Ｚｈａｎｇ（２０１１）论文的附录Ａ．
为了解决体积模量和剪切模量微分方程间的耦

合问题，把式（６）代入到式（５ａ）中，然后在积分区间
［０，］对之进行积分，直接得到有关Ｋｄｒｙ 的解析式，

接着用Ｋｄｒｙ的解析式除以式（６）就得到相应的Ｇｄｒｙ
的解析式，因此有（公式推导见附录Ｂ）

Ｋｄｒｙ＝Ｋｍ
（１－）∑

Ｎ

ｉ＝１
ｖｉＳ０ｉ Ｓ１ｉ＋Ｓ２ｉ－Ｓ３ｉ＋

（Ｓ１ｉ－Ｓ３ｉ）（Ｓ２ｉ－Ｓ３ｉ）

Ｓ３ｉ＋Ｋｍ／Ｇ［ ］ｍ

１＋ｂＫｍ

ａＧｍ
－ｂＫｍ

ａＧｍ
（１－）［ ］ａ

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｖｉＳ０ｉ

ｂ

，

（７）

Ｇｄｒｙ＝Ｇｍ
（１－）∑

Ｎ

ｉ＝１
ｖｉＳ０ｉ Ｓ１ｉ＋Ｓ２ｉ－Ｓ３ｉ＋

（Ｓ１ｉ－Ｓ３ｉ）（Ｓ２ｉ－Ｓ３ｉ）
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ａＧｍ
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Ｎ

ｉ＝１
ｖｉＳ０ｉ

ｂ －１

，

（８）

式中Ｓ０ｉ ＝ ２－３ｇｉ－３θｉ
４θｉ－６θ２ｉ －４ｇｉ

，　Ｓ１ｉ ＝ θｉ－ｇｉ
２－３ｇｉ－３θｉ

，

Ｓ２ｉ ＝ ４３
，　Ｓ３ｉ ＝ ２（θｉ－ｇｉ）

３（２θｉ－３θ２ｉ －２ｇｉ）
，

θｉ ＝

αｉ
（１－α２ｉ）３

／２ ａｒｃｃｏｓ（αｉ）－αｉ １－α２槡［ ］ｉ （αｉ＜１）

α
（α２ｉ－１）３

／２ αｉ α２ｉ－槡 １－ａｒｃｏｓｈ（αｉ［ ］） （αｉ＞１
烅

烄

烆
）
，

ｇｉ＝
α２ｉ
１－α２ｉ

（３θｉ－２），αｉ为第ｉ种椭球孔的纵横比．

４　理论和实验室数据比较

式（７）—（８）可以用来研究孔隙岩石中含有两种
或两种以上孔隙形状的干燥岩石等效弹性性质．目
前大多数研究主要针对双重孔岩石（Ｘｕ　ａｎｄ　Ｗｈｉｔｅ，

１９９５），为了方便对比，我们这里也只对干燥双重孔
岩石体积和剪切模量的解析式作理论和实验室数据

分析．
首先对微分方程的数值解与解析式的结果作比

较．同样以石英作为主介质，其体积和剪切模量与图

１相同，分别取为Ｋｍ＝４４ＧＰａ和Ｇｍ＝３７ＧＰａ．岩
石中含有两种不同形状的孔隙，其孔隙纵横比α分
别为０．１５和０．００５，分别代表孔和缝．为了表征不
同孔缝发育程度对岩石弹性性质的影响，考虑了三
种不同的孔缝体积百分比，分别为（９０％，１０％）、
（５０％，５０％）和（１０％，９０％）．同样使用四阶龙格－库
塔法来计算微分方程（５）的数值解．图２是解析和数
值解的比较结果，图中，点代表数值结果，实线代表
由式（７）—（８）计算的解析结果，式（７）—（８）中的常
数ｂ 简单设置为极化因子之差的一阶导数在

Ｋ＊／Ｇ＊ ＝Ｋｍ／Ｇｍ ＝１．１８９２时所取的值，ｂ已知后
常数ａ就可由公式Ｐ＊ｉ－Ｑ＊ｉ＝ａ＋ｂＫ＊（ｙ）／Ｇ＊（ｙ）
来计算（具体公式见附录 Ａ中）．结果表明，无论是
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体积模量还是剪切模量，三种不同孔缝体积百分比
情况下的解析解与数值解都充分吻合．随着裂缝体
积百分比的增大，岩石的等效弹性模量总体呈下降
趋势，裂缝体积百分比从１０％增加到５０％时弹性模

量的下降速率比其从５０％增加到９０％时的速率要
大很多．
我们利用 Ｈａｎ等（１９８６）测量的６９个干燥砂岩

的岩石物理数据来分析解析式的预测效果．所测量

图２　干燥双重孔岩石不同孔隙体积比的（ａ）体积和（ｂ）剪切模量数值解与解析式预测结果对比

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ａｎｄ　ａｎａｌｙｔｉｃａｌ　ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｄｒｙ－ｒｏｃｋ　ｂｕｌｋ（ａ）ａｎｄ

ｓｈｅａｒ（ｂ）ｍｏｄｕｌｉ　ｆｏｒ　ｄｕａｌ－ｐｏｒｏｓｉｔｙ　ｒｏｃｋ　ｗｉｔｈ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｐｏｒｅ　ｖｏｌｕｍｅ　ｐｅｒｃｅｎｔａｇｅｓ

图３　实验室测量的干燥砂岩样品的速度与解析式预测结果对比
（ａ）纵波速度与孔隙度之间的关系；（ｂ）纯净砂岩样品的体积模量与理论预测比较；（ｃ）估计的软孔体积百分比

与粘土含量之间的关系；（ｄ）实验室测量的横波速度与理论预测．

Ｆｉｇ．３　Ｒｅｓｕｌｔ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ　ｓａｎｄｓｔｏｎｅ　ｄａｔａ　ｍｅａｓｕｒｅｄ　ｂｙ　Ｈａｎ（１９８６）ａｎｄ

ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ　ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ＤＥＭ　ａｎａｌｙｔｉｃａｌ　ｆｏｒｍｕｌａｅ　ｆｏｒ　ｄｕａｌ－ｐｏｒｏｓｉｔｙ　ｒｏｃｋ
（ａ）Ｐ　ｗａｖｅ　ｖｅｒｓｕｓ　ｐｏｒｏｓｉｔｙ　ｆｏｒ　ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ　ｄａｔａ；（ｂ）Ｂｕｌｋ　ｍｏｄｕｌｕｓ　ｖｅｒｓｕｓ　ｐｏｒｏｓｉｔｙ　ｆｏｒ　１０ｓａｍｐｌｅｓ　ｏｆ　ｃｌｅａｎ　ｓａｎｄｓｔｏｎｅ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ

ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎｓ；（ｃ）Ｔｈｅ　ｅｓｔｉｍａｔｅｄ　ｃｏｍｐｌｉａｎｔ　ｐｏｒｅ　ｖｏｌｕｍｅ　ｐｅｒｃｅｎｔａｇｅ　ｖｅｒｓｕｓ　ｃｌａｙ　ｖｏｌｕｍｅ；（ｄ）Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　Ｓ　ｗａｖｅ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｔｈｅ　ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ

ｒｅｓｕｌｔ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ　ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ　ｆｒｏｍ　ｔｈｅ　ｅｓｔｉｍａｔｅｄ　ｐｏｒｅ　ｖｏｌｕｍｅ　ｐｅｒｃｅｎｔａｇｅ．
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的纵波和横波速度数据是在围压４０ＭＰａ下分别采
用超声频率１ＭＨｚ和０．６ＭＨｚ完成的，砂岩样品
的孔隙度分布范围为５％～３０％，粘土含量分布范
围为０～５０％．图３ａ是６　９个干燥样品的纵波速度
与孔隙度之间的关系．测量结果表明，干燥碎屑岩的
纵波速度随孔隙度增加而降低，随着粘土含量的增
大而下降．用于分析的矿物弹性模量由 Ｈａｎ提供，
其中矿物石英的体积和剪切模量分别为４０ＧＰａ和

４３．７ＧＰａ，粘土的体积和剪切模量分别为２０．９ＧＰａ
和６．８５ＧＰａ．我们采用双重孔ＤＥＭ 解析模型来研
究测量样品的弹性模量，硬、软孔的孔隙纵横比分别
取为０．１８和０．０４．在运用式（７）和（８）预测弹性模
量随孔隙度的变化时还需提供两种孔隙的体积百分

比．图３ｂ显示了６９个样品中１０个纯砂岩样品的干
燥岩石的体积模量在不同的孔隙体积百分比条件下

随孔隙度的变化特征，从图中可以看到，当软孔的孔
隙体积百分比Ｖｃｐ＝０时，只有两个点位于预测的曲
线上，而有一个点（孔隙度等于６％）偏离Ｖｃｐ＝０的
预测曲线最远．逐步增加软孔的体积百分比，直至

Ｖｃｐ＝２５％时，其模量预测曲线才与这个点接近吻
合．这说明１０个样品中只有２个样品不发育软孔，
其他８个样品同时发育软硬孔，但各个样品的软硬
孔发育程度不尽相同．我们使实验室测量的纵波模
量与式（７）和（８）理论预测的模量之间的平方误差最
小来估计每个砂岩样品的软孔体积百分比．图３ｃ显
示了反演的软孔体积百分比与粘土含量之间的关

系，总体看，岩石的孔隙度越大，其软孔体积百分比
越小，但软孔体积百分比与粘土含量没有明显的正
相关．根据式（７）和（８）和反演的软孔体积百分比可
以正演得到干燥岩石样品的横波速度，图３ｄ是预测
与测量的横波速度之间的对比，图中还显示了每个
点在置信水平为９５％的误差棒．可以看到，绝大多
数样品的预测值与实测值吻合良好，这说明碎屑砂
岩的孔隙结构可以用双重孔ＤＥＭ解析模型来表征．

５　结论

借助 于 Ｋｕｓｔｅｒ－Ｔｏｋｓｚ 理 论，本 文 建 立 了

Ｚｉｍｍｅｒｍａｎｎ和 Ｎｏｒｒｉｓ两种形式的多重孔岩石微
分等效介质方程，并由Ｎｏｒｒｉｓ形式的微分方程推导
出干燥多孔岩石体积和剪切模量的解析式．解析式
是矿物颗粒的体积和剪切模量、孔隙度、孔隙体积百
分比和孔隙几何形状的函数，孔隙几何形状由参数
截距ａ和梯度ｂ来表征，它可以根据每种孔隙的极

化因子之差及其一阶导数在等效模量比等于矿物颗

粒模量比取的值近似计算得到．
多重孔岩石微分等效介质模型避免了经典的

ＤＥＭ方程在用于研究多重孔岩石的弹性性质时其
估计的等效弹性模量依赖于包裹体的添加顺序问

题．当多重孔退化为单重孔时，多重孔岩石ＤＥＭ 方
程即为经典的ＤＥＭ方程．
数值试验结果表明，Ｎｏｒｒｉｓ形式的多重孔ＤＥＭ方

程估计的等效弹性模量始终位于Ｈａｓｈｉｎ－Ｓｈｔｒｉｋｍａｎ上
下限内，而Ｚｉｍｍｅｒｍａｎｎ形式的多重孔ＤＥＭ 方程
在孔隙度较大时其估计的等效弹性模量与 Ｈａｓｈｉｎ－
Ｓｈｔｒｉｋｍａｎ上下限相冲突，因此后者只适合于孔隙
度很低时的多重孔岩石弹性模量模拟．
理论模型和实验室数据试算表明：解析式的计

算结果与全ＤＥＭ 方程的数值解吻合良好．多重孔

ＤＥＭ解析式可以准确地预测弹性模量随孔隙度的
变化．双重孔（即软、硬孔）ＤＥＭ 解析模型可以用来
反演各孔隙类型的孔隙体积比，它可以通过实验室
测量与理论预测之间的平方误差最小反演得到．砂
岩样品的反演结果揭示，软孔的孔隙体积百分比与
粘土含量没有明显的正相关．
致谢　感谢匿名评阅人对本文提出的宝贵修改意见．

附录Ａ　多重孔干燥岩石模量比的解析式
推导

首先定义等效极化因子，它们是介质中包含的
所有孔隙的极化因子的体积加权，即

Ｐ＊
ｅｆｆ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｖｉＰ＊ｉ （Ａ１）

和

Ｑ＊
ｅｆｆ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｖｉＱ＊ｉ． （Ａ２）

于是式（５）变成

（１－ｙ）ｄＫ
＊（ｙ）

Ｋ＊（ｙ）ｄｙ
＝－Ｐ＊

ｅｆｆ （Ａ３）

和

（１－ｙ）ｄＧ
＊（ｙ）

Ｇ＊（ｙ）ｄｙ
＝－Ｑ＊

ｅｆｆ． （Ａ４）

由此可见，式（Ａ３）—（Ａ４）与经典的单重孔ＤＥＭ 微
分方程形式（Ｎｏｒｒｉｓ，１９８５；Ｍａｖｋｏ，ｅｔ　ａｌ．，１９９８；Ｌｉ
ａｎｄ　Ｚｈａｎｇ，２０１０）完全一致，其解析近似式可用类似
于Ｌｉ和Ｚｈａｎｇ（２０１１，２０１２）的方法得到．
式（Ａ３）减去式（Ａ４）得到

（１－ｙ）ｄ　Ｋ
＊（ｙ）／Ｇ＊（ｙ［ ］）

Ｋ＊（ｙ）／Ｇ＊（ｙ）ｄｙ
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Ｌｉ和Ｚｈａｎｇ（２０１０）假设干燥单重孔岩石的极化因子

Ｐ＊ｉ 和Ｑ＊ｉ 之差 （Ｐ＊ｉ －Ｑ＊ｉ）与干岩石模量比

Ｋ＊（ｙ）／Ｇ＊（ｙ）之间存在近似线性关系，也就是说
对于多重孔岩石中的第ｉ个孔隙来说，有

Ｐ＊ｉ－Ｑ＊ｉ ＝ａｉ＋ｂｉＫ＊（ｙ）／Ｇ＊（ｙ）， （Ａ６）
式中ａｉ和ｂｉ取决于孔隙形状，而且ａｉ＜０，ｂｉ≥０．
这种假设对多重孔隙系统同样适用，因为

Ｐ＊
ｅｆｆ－Ｑ＊

ｅｆｆ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
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Ｎ

ｉ＝１
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Ｎ

ｉ＝１
ｖｉｂｉ．

将式（Ａ７）代入到式（Ａ５）中，可得到
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１－ｙ

，

（Ａ８）
式（Ａ８）进一步分解成
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＊（ｙ）／Ｇ＊（ｙ［ ］）

Ｋ＊（ｙ）／Ｇ＊（ｙ）
－ｂｄ　Ｋ

＊（ｙ）／Ｇ＊（ｙ［ ］）
ａ＋ｂＫ＊（ｙ）／Ｇ＊（ｙ）

　　　　 ＝－ ａｄｙ１－ｙ
． （Ａ９）

在积分区间［０，］对式（Ａ９）进行积分，并满足初始条件

Ｋｄｒｙ（０）
Ｇｄｒｙ（０）

＝Ｋｍ

Ｇｍ
， （Ａ１０）

得到

ｌｎ Ｋ＊（ｙ）／Ｇ＊（ｙ）
ａ＋ｂＫ＊（ｙ）／Ｇ＊（ｙ）

Ｋｄｒｙ
Ｇｄｒｙ
Ｋｍ
Ｇｍ

＝ｌｎ（１－ｙ）ａ 
０，（Ａ１１）

式中０≤＜１．式（Ａ１１）进一步整理写成

Ｋｄｒｙ
Ｇｄｒｙ

＝Ｋｍ

Ｇｍ
（１－）ａ

１＋ｂＫｍ

ａＧｍ
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ａＧｍ
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附录Ｂ　多重孔干燥岩石体积和剪切模量的
解析式推导

根据Ｌｉ和Ｚｈａｎｇ（２０１１）论文的附录Ａ，干燥多
重孔岩石中第ｉ个椭球孔的极化因子为

Ｐ＊ｉ＝

θｉ
２－

ｇｉ
２＋

１－３２ｇｉ－
３
２θ（ ）ｉ Ｋ

＊

Ｇ［ ］＊ Ｋ＊
Ｇ＊ ＋（ ）４３

２
３θｉ－

２
３ｇｉ＋

（２θｉ－３θ２ｉ－２ｇｉ）
Ｋ＊
Ｇ＊

，

（Ｂ１）

式中，θｉ＝

αｉ
（１－α２ｉ）３

／２ ａｒｃｃｏｓ（αｉ）－αｉ １－α２槡［ ］ｉ （αｉ＜１）

α
（α２ｉ －１）３

／２ αｉ α２ｉ －槡 １－ａｒｃｏｓｈ（αｉ［ ］） （αｉ＞１
烅

烄

烆
）
，ｇｉ＝

α２ｉ
１－α２ｉ

（３θｉ－２），αｉ为第ｉ个椭球孔的孔

隙纵横比．因此，极化因子Ｐ＊ｉ是等效模量比Ｋ＊／Ｇ＊ 和孔隙纵横比的函数．
由式（５ａ）和式（Ｂ１），有

（１－ｙ）ｄＫ
＊（ｙ）

Ｋ＊（ｙ）ｄｙ
＝－∑

Ｎ
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Ｇ［ ］＊ Ｋ＊

Ｇ＊ ＋（ ）４３
２
３θｉ－

２
３ｇｉ＋

（２θｉ－３θ２ｉ －２ｇｉ）
Ｋ＊

Ｇ＊

， （Ｂ２）

式（Ｂ２）右边进一步分解成

（１－ｙ）ｄＫ
＊（ｙ）

Ｋ＊（ｙ）ｄｙ
＝－∑

Ｎ

ｉ＝１
ｖｉＳ０ｉ Ｋ

＊（ｙ）
Ｇ＊（ｙ）

＋Ｓ１ｉ＋Ｓ２ｉ－Ｓ３ｉ＋
（Ｓ１ｉ－Ｓ３ｉ）（Ｓ２ｉ－Ｓ３ｉ）
Ｓ３ｉ＋Ｋ＊（ｙ）／Ｇ＊（ｙ［ ］） ， （Ｂ３）

式中

Ｓ０ｉ ＝ ２－３ｇｉ－３θｉ
４θｉ－６θ２ｉ －４ｇｉ

， （Ｂ４）

Ｓ１ｉ ＝ θｉ－ｇｉ
２－３ｇｉ－３θｉ

， （Ｂ５）

Ｓ２ｉ ＝ ４３
， （Ｂ６）

Ｓ３ｉ ＝ ２（θｉ－ｇｉ）
３（２θｉ－３θ２ｉ －２ｇｉ）

． （Ｂ７）

对式（Ｂ３）右边的最后一项在ｙ＝０附近作泰勒展开，则式（Ｂ３）可写为

９２４３
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（１－ｙ）ｄＫ
＊（ｙ）

Ｋ＊（ｙ）ｄｙ
＝

－∑
Ｎ

ｉ＝１
ｖｉＳ０ｉ Ｋ

＊（ｙ）
Ｇ＊（ｙ）

＋Ｓ１ｉ＋Ｓ２ｉ－Ｓ３ｉ＋（Ｓ１ｉ－Ｓ３ｉ）（Ｓ２ｉ－Ｓ３ｉ） １
Ｓ３ｉ＋Ｋｍ／Ｇｍ

＋

Ｋｍ

Ｇｍ
（Ｐ＊ｉ－Ｑ＊ｉ）Ｋ＊

Ｇ＊
＝
Ｋｍ
Ｇｍ

（Ｓ３ｉ＋Ｋｍ／Ｇｍ）２
ｙ
１－ｙ＋

熿

燀

燄

燅
烅
烄

烆
烍
烌

烎
… ，

（Ｂ８）
对于干燥岩石，式（Ｂ８）中的Ｋ＊（ｙ）／Ｇ＊（ｙ）＝Ｋｄｒｙ（ｙ）／Ｇｄｒｙ（ｙ）．把式（６）代入到式（Ｂ８），并对其在ｙ＝０到
积分，由于０≤ｙ≤和０≤≤１，忽略的平方以上项，得到

ｌｎＫ＊｜ＫｄｒｙＫｍ ＝ｌｎ　ａ＋ｂ
Ｋｍ

Ｇｍ －
ｂＫｍ

Ｇｍ
（１－ｙ）［ ］ａ

－
∑
Ｎ

ｉ＝１
ｖｉＳ０ｉ

ｂ
（１－ｙ）∑

Ｎ

ｉ＝１
ｖｉＳ０ｉ Ｓ１ｉ＋Ｓ２ｉ－Ｓ３ｉ＋

（Ｓ１ｉ－Ｓ３ｉ）（Ｓ２ｉ－Ｓ３ｉ）

Ｓ３ｉ＋Ｋｍ／Ｇ［ ］ｍ ｜


０

． （Ｂ９）

对式（Ｂ９）整理得到

Ｋｄｒｙ＝Ｋｍ

（１－）∑
Ｎ

ｉ＝１
ｖｉＳ０ｉ Ｓ１ｉ＋Ｓ２ｉ－Ｓ３ｉ＋

（Ｓ１ｉ－Ｓ３ｉ）（Ｓ２ｉ－Ｓ３ｉ）

Ｓ３ｉ＋Ｋｍ／Ｇ［ ］ｍ

１＋ｂＫｍ

ａＧｍ
－ｂＫｍ

ａＧｍ
（１－）［ ］ａ

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｖｉＳ０ｉ

ｂ

．

（Ｂ１０）
式（Ｂ１０）除以式（６），得到

Ｇｄｒｙ＝Ｇｍ
（１－）∑

Ｎ

ｉ＝１
ｖｉＳ０ｉ Ｓ１ｉ＋Ｓ２ｉ－Ｓ３ｉ＋

（Ｓ１ｉ－Ｓ３ｉ）（Ｓ２ｉ－Ｓ３ｉ）

Ｓ３ｉ＋Ｋｍ／Ｇ［ ］ｍ
－ａ

１＋ｂＫｍ

ａＧｍ
－ｂＫｍ

ａＧｍ
（１－）［ ］ａ

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｖｉＳ０ｉ

ｂ －１

．
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